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ZADANIE 1ab. W pewnej przestrzeni mamy dwie metryki d1 i d2 przy czym d1

czyni nasza̧ przestrzeń zwarta̧ a d2 jest sÃlabsza od d1 (tzn. xn
d1−→ x =⇒ xn

d2−→ x).
1) Udowodnij, że metryki te sa̧ równoważne.
2) Czy sa̧ one jednostajnie równoważne?

ROZWIA̧ZANIE:
1) Brakuje implikacji przeciwnej dla zbieżności. Niech xn

d2−→ x. Ze zwartości,
każdy podcia̧g tego cia̧gu ma podcia̧g zbieżny w d1. Do zbieżności xn

d1−→ x wystar-
czy teraz pokazać, że każdy podcia̧g zbieżny w d1 ma granicȩ x. Niech y oznacza
granicȩ takiego podcia̧gu. Skoro d2 jest sÃlabsza, to podcia̧g ten zbiega do y również
w d2. Ale my wiemy, że w d2 każdy podcia̧g zbiega do x. Sta̧d y = x. Koniec.
2) Tak, to wynika z tego, że (X, d2) jako homeomorficzna z (X, d1) jest też zwarta.
Identyczność jest teraz funkcja̧ cia̧gÃla̧ miȩdzy przestrzeniami zwartymi (X, d1) i
(X, d2) (i odwrotnie), a taka funkcja jest jednostajnie cia̧gÃla (w obie strony).

ZADANIE 2a. Niech C1([0, 1]) oznacza zbiór wszystkich funkcji rzeczywistych na
[0, 1] maja̧cych cia̧gÃla̧ pochodna̧. Wykaż,że ‖f‖1 = |f(0)| + ‖f ′‖sup jest norma̧
zupeÃlna̧ w C1([0, 1]).

ROZWIA̧ZANIE: Norma funkcji zerowej jest oczywíscie zero. Normȩ zero ma tylko
funkcja o pochodnej zero (czyli staÃla) i wartości zero w zerze, czyli ta staÃla jest zero.
Jednorodność i podaddytywność:

‖af‖ = |af(0)|+ ‖(af)′‖sup = |a||f(0)|+ |a|‖f ′‖sup = |a|‖f‖,
‖f + g‖ = |f(0) + g(0)|+ ‖(f + g)′‖sup ≤ |f(0)|+ |g(0)|+ ‖f ′‖sup + ‖g′‖sup = ‖f‖+ ‖g‖.

ZupeÃlność: Niech fn bȩdzie podstawowy w tej normie. Z tego wynika, że fn(0) jest
cia̧giem podstawowym w R i f ′n jest cia̧giem podstawowym w normie supremum
funkcji cia̧gÃlych. W obu przypadkach jesteśmy w przestrzeniach zupeÃlnych, wiȩc
istnieja̧ y = limn fn(0) i funkcja cia̧gÃla g = limn f ′. Niech f oznacza taki wybór
funkcji pierwotnej dla g, że f(0) = y. Twierdzimy, że fn zbiega do f w naszej
normie. Do tego trzeba sprawdzić dwie rzeczy: 1. fn(0) → f(0), i to jest prawda,
bo f(0) = y, oraz 2. f ′n → f ′ jednostajnie, co też jest prawda̧, bo f ′ = g. Koniec.

ZADANIE 2b. W zbiorze c0 cia̧gów zbieżnych do zera wprowadzamy normȩ za
pomoca̧ ,,szeregu uzbieżniaja̧cego”:

‖(xn)‖ =
∞∑

n=1

cn|xn|,



gdzie ∀n cn > 0 i
∑

n cn < ∞. Czy tak uzyskana przestrzeń unormowana jest
przestrzenia̧ Banacha?

ROZWIA̧ZANIE:
Nie. Rozważmy nastȩpuja̧cy ,,cia̧g cia̧gów”: xk = (xk

n) = (1, 1, 1, . . . , 1, 0, 0, 0, . . . ),
gdzie na pocza̧tku jest k jedynek. Cia̧gi xk należa̧ do c0. Zbieżność w normie z sze-
regiem uzbieżniaja̧cym jest równoważna zbieżności po wspóÃlrzȩdnych (na ćwiczeniach
dowodzilísmy równoważność takich zbieżności), zatem granica̧ cia̧gu xk (przy k →
∞) jest cia̧g samych jedynek x = (1, 1, 1, . . . ), który nie należy do c0. Zatem w
przestrzeni c0 z taka̧ norma̧ cia̧g xk po prostu nie jest zbieżny. Teraz sprawdzimy,
że jednak jest on podstawowy. Ale to jest oczywiste, gdyż, jak zauważylísmy, w
wiȩkszej przestrzeni (cia̧gów zbieżnych albo cia̧gów ograniczonych) xk jest zbieżny
po wspóÃlrzȩdnych, czyli w normie z szergiem uzbieżniaja̧cym. A cia̧g zbieżny w
normie jest podstawowy w tej normie. Ta podstawowość nie zależy już od tego
w jakiej przestrzeni rozważamy dany cia̧g, o ile stosujemy ta̧ sama̧ normȩ. Zatem
xk jest podstawowy w c0 z rozważana̧ norma̧ (z szeregiem uzbieżniaja̧cym). W
rozważanej przestrzeni unormowanej wskazalísmy cia̧g podstawowy ale nie zbieżny,
czyli nie ma zupeÃlności.

ZADANIE 3a. Czy cia̧g {1, x, x2, x3, . . . } jest baza̧ topologiczna̧ w C([0, 1]) (z
norma̧ supremum)?
Wskazówka: Rozważ funkcjȩ f(x) = 1

1+x i sprawdź czy zbieżność szeregu Taylora
jest jednostajna. Wykaż, że nie ma innego szeregu potȩgowego zbieżnego jednostajnie
do tej funkcji.

ROZWIA̧ZANIE: ZaÃlóżmy, że istnieje szereg potȩgowy
∑∞

n=1 anxn zbieżny jednos-
tajnie do funkcji f na [0, 1]. Wtedy możne taki szereg różniczkować wyraz po
wyrazie i w Ãlatwy sposób dostaniemy

f (n)(0) = n!an,

czyli an = f(n)(0)
n! , co oznacza, że nasz szereg to szereg Taylora tej funkcji. Ale

szereg Taylora funkcji f jest znany: to
∑∞

n=0(−x)n. Ten szereg zbiega do funkcji
f na [0, 1), a w 1 nie ma nawet zwykÃlej zbieżności (sumy czȩściowe w 1 wynosza̧ na
przemian 1 i 0), wiȩc tym bardziej nie ma zbieżności jednostajnej na [0, 1]. Czyli
szeregu jednostajnie zbieżnego ża̧danej postaci nie ma.

ZADANIE 3b. Weźmy zbiór funkcji zespolonych (określonych na C)

{fn : n ∈ Z},

gdzie fn(z) = zn. Sprawdź, że jest to ukÃlad liniowo niezależny nad C w C(C).

Wskazówka: skorzystaj z zasadniczego twierdzenia algebry (o ilości pierwiastków
wielomianu). UWAGA, trzeba najpierw coś zrobić z wykÃladnikami ujemnymi!!!



ROZWIA̧ZANIE:
Weźmy dowolna̧ (skończona̧) kombinacjȩ liniowa̧ funkcji z tej rodziny ze wspóÃlczynnikami
zespolonymi. Zawsze można ja̧ zapisać tak (najwyżej niektóre wspóÃlczynniki bȩda̧
zerami):

f(z) =
N∑

n=−N

anzn.

Niestety, nie jest to wielomian, ze wzglȩdu na wystȩpowanie potȩg ujemnych. Ale
można to naprawić mnoża̧c f przez zN :

g(z) = f(z)zN =
N∑

n=−N

anzn+N .

To już jest wielomian, gdyż wykÃladniki n+N sa̧ caÃlkowite i nieujemne (przebiegaja̧
wartości od 0 do 2N). Gdyby f byÃla funkcja̧ tożsamościowo równa̧ zero (zero w
przestrzeni funkcji), to również funkcja g byÃlaby tożsamościowo równa zero. Wielo-
mian stopnia skończonego ma co najwyżej tyle pierwiastków jakiego jest stopnia,
a wielomian g (tożsamościowo równa zeru) ma nieskończenie wiele pierwiastków.
To oznacza, że jest to wielomian zerowy i wszystkie wspóÃlczynniki an sa̧ zerami.
Ale to byÃly też wspóÃlczynniki zeruja̧cej siȩ kombinacji liniowej funkcji fn = zn. To
oznacza niezależność liniowa̧ tych funkcji.

ZADANIE 4ab. Czy cia̧g (an)n≥2, gdzie an = 1
log(nn) należy do l1? A do l2?

UWAGA: Cia̧g ten startuje od n = 2 ze wzglȩdów czysto formalnych (bo w jedynce
wychodzi zero w mianowniku).

Wsk. Skorzystaj z kryterium caÃlkowego zbieżności szeregu.

ROZWIA̧ZANIE: Zauważmy, że log(nn) = n log n. Trzeba sprawdzić zbieżność
caÃlek ∫ ∞

2

1
x log x

dx i

∫ ∞

2

1
x2 log2 x

dx.

W pierwszej caÃlce zapisuja̧c 1
x log x jako

1
x

log x widzimy, że licznik jest pochodna̧
mianownika. Zatem funkcja̧ pierwotna̧ jest logarytm mianownika, czyli log(log x).
Ta funkcja zmierza do nieskończoności przy x → ∞, zatem caÃlka jest rozbieżna i
(an) /∈ l1. Druga caÃlka jest oczywíscie zbieżna, bo zbieżna jest caÃlka z 1

x2 , a nasza
funkcja podcaÃlkowa już dla x > e jest mniejsza (i nadal nieujemna). Czyli (an) ∈ l2.

ZADANIE 5a. Niech W bȩdzie podprzestrzenia̧ domkniȩta̧ przestrzeni Hilberta
V . Wykaż, że zbór wszystkich wektorów ortogonalnych do wszystkich elementów
W jest podprzestrzenia̧ liniowa̧ domkniȩta. (Przestrzeń ta̧ oznaczamy przez W⊥).
Wykaż, że (W⊥)⊥ = W .



ROZWIA̧ZANIE (powininno skÃladać siȩ z czterech czȩści)
1) Niech x, y ∈ W⊥, α, β ∈ R. Niech w ∈ W . Wtedy

〈αx + βy, w〉 = α〈x,w〉+ β〈y, w〉 = 0.

Zatem αx + βy ∈ W⊥, czyli W⊥ jest p. liniowa̧.
2) Niech xn ∈ W⊥, x = limn xn w normie. Wtedy dla każdego w ∈ W , z cia̧gÃlości
iloczynu skalarnego w normie, mamy 〈x,w〉 = limn〈xn, w〉 = limn 0 = 0. Sta̧d
x ∈ W⊥ co dowodzi domkniȩtości W⊥.
3) Niech x ∈ W, y ∈ W⊥. Wtedy z definicji W⊥, 〈x, y〉 = 0, a zatem x ∈ (W⊥)⊥.
Czyli W ⊂ W⊥⊥.
4) Na odwrót, niech x ∈ W⊥⊥. Ponieważ W jest przestrzenia̧ domkniȩta̧, to x ma
jednoznaczny rozkÃlad na u+v = xW +(x−xW ), u = xW ∈ W i v = x−xW ∈ W⊥.
Ponieważ v ∈ W⊥, a x ∈ W⊥⊥ to 〈x, v〉 = 0. Czyli

0 = 〈x, v〉 = 〈u, v〉+ 〈v, v〉.

Ponieważ u ∈ W i v ∈ W⊥ to pierwszy iloczyn wynosi zero. Zatem ostatni też
musi być zero, a to jest kwadrat normy v. Zatem v = 0, sta̧d x = u ∈ W . ¤

ZADANIE 5b. Sa̧ trzy ważne wÃlasności przeliczalnego ukÃladu wektorów przestrzeni
Hilberta: ortogonalność, normalność i zupeÃlność (rozpinanie caÃlej przestrzeni). W
przestrzeni `2 rozważmy nastȩpuja̧cy ukÃlad wektorów {e1, e2, . . . } (zapisanych je-
den pod drugim, jako wiersze):
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(w każdej kolumnie jest dokÃlandnie jeden wspóÃlczynnik niezerowy).
Sprawdź, które z trzech podstawowych wÃlasności speÃlnia ten ukÃlad, a których nie.

ROZWIA̧ZANIE:
1. W każdym mierszu wyrazy niezerowe przebiegaja̧ cia̧g (

√
2)−n. Zatem norma

takiego wiersze wynosi

‖ek‖2 =
∞∑

n=1

((
√

2)−n)2 =
∞∑

n=1

2−n = 1.

Po spierwiastkowaniu dostajemy, że jest to ukÃlad wektorów unormowanych.

2. Ortogonalność: iloczyn skalarny dwóch różnych wektorów ek, ej w można wyliczać
w standardowej bazie i wtedy jest to po prostu suma iloczynów po wspóÃlrzȩdnych.



Ale na każdej wspóÃlrzȩdnej co najwyżej jeden z cia̧gów ma element niezerowy, wiȩc
na każdej wspóÃlrzȩdnej nasz iloczyn wynosi zero. Sta̧d jest to ukÃlad ortonormalny.
3. Nie jest to ukÃlad zupeÃlny w `2, bo nie można nim wygenerować na przykÃlad
elementu maja̧cego niezerowa̧ pierwsza̧ i zerowa̧ trzecia̧ wspóÃlrzȩdna̧ (na przykÃlad
v = (1, 0, 0, . . . ) ∈ `2).

Tomasz Downarowicz


